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Résumé

Ce support contient quelques rappels sur des notions de base de ’ana-
lyse réelle et les nombres complexes avec quelques exercices. C’est fait
pour les étudiants ASI3.1.
Merci de me signaler les éventuelles erreurs dans les supports : soufiane. pelharbi@insa-
rouen.fr.
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1 Série 1 : Introduction rapide aux nombres com-
plexes

Un nombre complexe z se présente en général sous forme algébrique comme
une somme a + b, ot a et b sont des nombres réels quelconques et ou ¢ est un
nombre particulier tel que i2 = —1. Le a est appelé partie réelle de z et se
note Re(z). Le réel b est sa partie imaginaire et se note I'm(z).

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement s’ils ont la méme partie
réelle et la méme partie imaginaire.

Un nombre complexe z est dit imaginaire pur ou totalement imaginaire
si sa partie réelle est nulle, dans ce cas il s’écrit sous la forme z = ¢b. Un nombre
complexe dont la partie imaginaire est nulle est dit réel. Le nombre réel 0 est le
seul qui soit a la fois réel et imaginaire.

Quelques propriétés

Siz=x+iy et 2/ =2’ +iy’ deux nombres complexes, ou x,y,z’,y’ sont des
réels, on a :

a. Somme : z+z2' = (z+2")+i(y +v)

b. Produit : z - 2’ = (z2’ — yy') + i(xy’ + yz')
c. Conjugué : z =z — iy

d. Partie réelle : Re(z) ==

e. Partie imaginaire : Im(z) =y

f. Module : |2] = 2z~ 2 = /22 + 2

g. Inverse : 1 = ;2:_252 = ﬁ

Forme polaire

Pour tout couples de réels (a,b) différent du couple (0,0), il existe un réel
positif r et une famille d’angle déterminés & un multiple de 27 prés tels que
a =rcos(f) et b =rsin(h).

Tout nombre complexe non nul peut étre donc s’écrit sous une forme tri-

gonométrique :
z =r(cos(f) 4+ isin(#)), r >0 (1)

ot r est appelé le module du complexe z et est noté |z|. Le réel 6 est appelé
I’argument du complexe z et est noté arg(z). (voir Figl3)

Forme exponentielle

Formule d’Euler
Pour tout réel 6, on note la formule d’Euler (Fig[2) :

¢’ = cosf +isinf (2)



arg z

FIGURE 1 — Représentation géométrique d’'un nombre complexe.

lmﬂi .
; e'?=cos g +ising

sin ¢

FIGURE 2 — La formule d’Euler.

On définit 'exponentielle d’'un nombre complexe z = x + iy par :
e* = e%e™ = e%(cosy + isiny) (3)

Si z est un nombre complexe non nul de module r et d’argument 6, on peut
alors écrire :

z=re? =r(cosf+isinh), z=re ¥ =r(cosf—isinb) (4)

Opérations sur la forme géométrique

. . Y
Siz=re" et 2/ =1'¢" deux nombres complexes. on a :

a. (re?) (r’ew/) = (rr') ei(6+6")
;8

b. (Teie)—l _1_-i6

Relation a la trigonométrie

cosx = Re(e'™) = % (5)
T ,—iT
sinz = Im(e') = £ -° 2‘6 (6)
i



Relations

9 1+ cos2z

cos”x =

2
. 9 1 —cos2x
sin“z =

2

2 Introduction rapide au calcul intégral

Soit f une fonction définie sur un intervalle I = [a,b] de R.
On note F = f;f(:c) dx la primitive de f sur I.
On note : [ f(x)dz = F(b) — F(a) =: [F],

a*

Propriétés

1) f:f(x) dz e R (Fig

fix)  ay

FIGURE 3 — Exemple d’une intégrale.

2) [Mf(z)dz =0
3) Soit ¢ € [a,b], on a : ff dm—l—fcbf(x)dx:fff(x)dx

)
)

4) fb z)dz = _f flx

5) f(f—l—)\g dx—faf da:—l—)\f;g(x)dx
6) [ f'(9(x)).g (x)dz = f(g(x))

7) LD = pr(g(a)).g'(x)




Primitives usuelles

(Tab

/ F=][f
«a . ma+1

T > a#—1 )

= In(z+ )

sinx —CcoST

CcosST sinx
azT e "

e - e
11_x2 arcsin x

TiaZ arctanx
1 z "t 1

zn = 7T —n+1 — (—nt+1l)z" 1

TABLE 1 — Primitives usuelles.

Ezxercice 1

Calculer les intégrales suivantes :

a fola:dx

)

) [tadda
¢) [ 10de
)

)

=3

d flga: + 1dz
e f14(2x +1)7dx

Solution 1

a folxdac =1/2

)

b) [!z3dz =0

¢) [%,10dz = 30

d) [{z+1dz=6
e)j 2z +1 7dm*981’638

f ff sin zdx

g

)

) 705 sin dada
h) [23erdz
i)
)

i fl e2rdg

J fﬂ/Z COS Idﬂ]‘ (avcc deux méthodcs)

f ff sinzdr =0
g) [7 //281n496dx =0

)
)
h) [ 3evdz = 3(e? — 1)
i)
i)

iy Le¥dr =1/2(e? —e7?)

j f ﬂ_/QCOS 2pdr = 7/2



3 Introduction rapide au calcul des dérivées

3.1 Nombre dérivé

Soit f une fonction définie continue dans un voisinage de x(y contenant xg.
f est dérivable en x ssi :

f/(x()) — lim f(:L‘) - f(l“o)

T—+xo T — X9

9)

est définie.
Cette limite, noté f'(zq), est appelée nombre dérivé de f en zg.

3.2 Fonction dérivée

Soit D = [zg € R], f'(x0) existe.
On définit la correspondance suivante :

Vg€ D — f’(xo) eR (10)

la fonction dérivée premiére de f.

Fonction dérivée sur un intervalle
Soit f dérivable sur I'intervalle ]a, b[, alors :

a) f est dérivable en g Vg €]a, b]
b) f est dérivable a droite de a
c) f est dérivable a gauche de b

Opérations sur les dérivées

u(z):| ! _ u (z)v(x)—u(z) v (z)

v(z)?

N = (2) - flu(@)]

® N e e e W
=
ﬁ
N0
8

Dérivées usuelles

(Tab[2)
Ezxercice 2

Calculer la fonction f’ des fonctions f suivantes :



Q=+

(constant)

" neN

"nezl

" nez

SR [8RIHE|R

“ acRT

Inx

efE

a®, a € RT

COS ™

sinx

tang x

arcsin T

actan x

arccos x

TABLE 2 — Dérivées usuelles.

1) f=22%+4a* — 5247

2) f=-T7+5x—5/22% — 32*

3) f= (o7

4) f= 222 +52-17)°

5) f=1/5a%/2 —1/32°/2

6) f=a?—5)7/?

7 f=V1-a?

8) f=V3x?-7

9 [=8+% -

10) f =2%(z +2)?

11) f=(z+2)3(z — 1/2)?
Solution 2

1) f=22%+4a* — 5247
f =4x+ 1623 -5

2) f=-T+5x—5/22% — 3z4
F =55z — 1247

3) f=(—a+1)"
fr= (-t 7y

_ z+42
=15

f =sin2zx

kﬁ
Il
o
]
)]
w
8
+
—
~

4) f= 222 +52—7)°

=94z +5)(22% + 52 — 7)8

5) f=1/52%%—1/323/?
fr=1/2273/2 —1/2271/2
6) f = (a®—5)7/?
[l =Ta(z? —5)75/2



7 f=vV1—2a3 15) f = tangx?

[l =—-3/22%(1 — z3)~1/2 f=
8 = /3x3 -7 .
) §/ _ 3!)32(31’3 _ 7)_2/3 16) f = 3sin (3/2332 +2)

9) f=84 1 L ' =9cos (3/22% + 2)

2 2x5

f':'%g_%+235 17) f =2cos (22 +7)
10) f = 2%(x + 2)? fl=—4sin(2x +7)
=52z +2)% +22°(x + 2) 18) f= 1
1) f=(x+2)*x—1/2)° f = ime
=3z +2)2(x—1/2)2 +2(z + T
2)3(z — 1/2) 19) f = 7% —5at4
12) f=35 fr=T""5 T (22 - 5)
;=4
F'=w"2p 20) f=In3z
13) f =sin2x fr=1
f'=2cos2z xl
14) f=cos3z+1 21) f=e A
f'=-3sin3z+1 f' = 2ze®

4 Retour aux intégrales

Opérations sur les primitives
(Tab u et v sont des fonctions de primitives U et V' sur un intervalle I.

/ F=][f
U+ v U+V
kxu kxU
nt+ 1
/., n u
uu n+1
u’ —1
un (n—1uu—1
T
ul
NG 2\/u
u' cosu sinu
' sinwu —cosu
u'e¥ el
T
CH Inu
U

TABLE 3 — Opérations sur les primitives.

Ezercice 3
Calculer les primitives F' des fonctions f suivantes :



F(x) =1/22% + 3x
5) f(x) =323 +2

F(z) = 3/42* + 2z
6) flz) =z —1

F(r)=1/22% -z
7 flz)=2%+2x

F(r) =1/32% +1/222

1) flx)=1 11) f(x) = —2sin2z

2) f(x) =3 12) f(z) = &

3) f(x) =222 13) f(z) = 2% — e3* +sin32% — 1

4) fz)=2+3 14) f(z) = 2z(2a® - 3)*

5) f(z) =323 +2 15) f(z) = =

6) flz)=2—-1 16) f(x) =2x+cos3x—6sin (32 — 1)

) fl@)=2"+= 17) f(z) = =971

8) fx) =3z +2)" 18) f(z) = 2555

9) f(x) =sindx 19) f(z) = lnTx

10) f(x) =4cos—x 20) f(z) =coszsinz
Solution 3

1) f(z) =1 12) f(z) = &
F(z)==x F(z) =24

2) flz) =3 13) f(z) = 2% —e3* +sin3z — 1
F(z) = 3/227 ! F((:z:)) = 1/32% — 1/3¢3X —

3) f(x) = 222 1/3cos3z —1
F(z) =2/32° 14) f(z) = 22(22 — 3)*

4) fl@)=z+3 F(z) = 1/5(22 - 3)°

15) f(x) = \/3;7_4
F(z) =2/3y3z — 4

16) f(x) = 2x+cos3x—6sin (3z — 1)
F(z) = 2% + 1/3sin3z +
2cos3xr —1

17) f(z) = —9e 3271

8) f(z) = (3z+2)* . F(z) = 3e—3-1

9) ?(f)): slir/1145x(3x+2> 18) f(x) = Iﬁf;i%
F(z)=—1/4cosdx F(I):?IH(I —xz+3)

10) f(z) =4cos—z 19) f(x) =z

F(z) = —4sin—z
11) f(x) = —2sin2z
F(z) = cos 2z

F(z) = 1/21n2:(;

20) f(x) = coszsinz
F(z) = 1/2sin’(x)

Intégration par partie
u et v sont deux fonctions.

10



b b
/ o (@)o(@)dz = [u(@)o(@)] — / (@) (z)de (1)

Exercice 4
Calculer les intégrales suivantes :

1) fol,re””dx 3) folchcosxdx
2) folzz:sinxdas

Solution 4

1) folace””dac
—u =e*v=uzx, f;xeidx = [e®z]} — foleidx = [e®z])d — [e®]} =1

2) j;)lz sin zdx
—u =sinz,v =, folx sinzdx = [— cos (x)x](l)—fol —cosx = [—cos (z)x]§+
[sinz]§ = sinl — cos1

3) f01x2 cos zdw
- = cosz,v = 22, [} 2? cosadr = [sin (2)2%)} — 2 [} xsinz = 2cos 1 —
sin 1

11



5 Nombres complexes

Soit : z,y,u,v € R et z,w € C.
x = Re(z),y = Im(z)
2) z=zx+iy <= (a,y) ( Flg'
3) (x4iy)+ (u+iv) = (x 4+ u) +i(y +v) (Fig
4) Le module : |z| = /22 + 2
5) |z +w| < [z + [w]|

6) [z —wl = [z] = |w|

~J

(z +iy)(u+iv) = zu — yv + i(zv + yu)
i?=-1
L’inverse : pour z # 0, z = = + iy, + S = Tty (Fig@)

1)
)
)
)
)
)
)
)
) 24y
10) 1/i =
)
)
)
)
)
)
)
)
)
) |2

© 0o

—_

1
2
3
4
5
6
7
8
9
20

Leconjuguedez z=x+iy, Z=x—1y

—_

e e e e T e

Représentation Polaire
Chaque point (z,y) # (0,0) de lespace peut étre décrit par des coordonnées
polaires r, 0 € R.

1) z=x+1y

2) Argument : r = /a2 4+ y2 = |z|, 0 : angle entre (z,y) et I'axe x (+ n2m,
n € N). Flg@
z=ux+1iy = r(cosf + isin)

)

) 0 =arg(z)

) La valeur principale de 'argument : Arg(z) = arg(z) telque: —7 < 0 <=

6) arg(z) = {Arg(z) + 2rk : k =0,%+1,+2,...} (Fig.??)

) Arg(i) =w/2, Arg(1 —i) = —n/4

) € = cosf +isinf
)

La représentation polaire : z = re?, r = |z|,0 = arg(z)

12



) /2 = eif =0, 41,42, ...
) €T = —1, /2 =4, ei"/3 = 1+T‘/§i, e/t = i (Figﬂ)
) €2 =1 m = 0,+1,42,. ..
) le’l=1
14) et = ¢~
) 1/ei0 = =10
16) e!0+9) = eWei? 00 < 0, < 00
) cos (0 + @) +isin(6+ ) = (cosf +isinf)(cosp + isinp)
) arg(2) = —arg(2)
) arg(1/z) = —arg(z)
) arg(z122) = arg(z1) + arg(zq)
) 2129 = rireet®1ei02 = ppyeit1+02)
)

cosnf +isinnfd = e’ = (e?)" = (cosf + isinf)"

iye ex+iy

L

FIGURE 4 — .

z+ws(@x+u)+i(y+v)

w=u+iv

FIGURE 5 —.

13



Z=x+1iy

]
)
I=x—-1Iy
FIGURE 6 — .
ie e.‘,.-13=1+l-ﬁ ie
2 2 etz L ;L
1 1 V2 V2
7l3 e
T T
? v
FIGURE 7 — .
ie
4—1 2
-1 a1
=i ! 1-i

FIGURE 8 — .

14



arg z

FIGURE 9 — Représentation géométrique d’un nombre complexe (retour).

sin et cos des angles connues

) sin—0 = —sind

) cos —6 = cosf

) tan —0 = —tan

) sincos —f = sin cos

) cossin —f = cos —sinf = cossin 0
6) sinf + cosf =1

) sin (a £ b) = sinacosb £ sinbcosa

) cos(a+b) =cosacosbFsinacosb

) sin (2a) = 1sinacosa

) cos(2a) =1 —2sin®a = 2cos?a — 1

)

)

tan (2a) = 1272';‘;‘151“

: —cos 0
sin (0/2) = £4/* 5

13) cos (0/2) = :}:\/HCQE

14) tan6/2 = +, /{755

15) sina £ sinb = 2sin (%E) cos (252)
16) cosa + cosb = 2005‘%“’005“7_(’
17) cosa — cosb = —2sin 442 sin 252

Ezxercice 5
Mettre sous la forme x + iy les nombres suivants :

2
3+6i. 143 3+6¢. 2451 2—54
3—41) (271') + 3—4i) 1—1i + 1+3 °

Solution 5
Note : z € C: 2z = |z]2.

15



Dégrés Radians cos sin tan
0 0 1 0 0
30 /6 V3/2 1/2 V3/3
45 /4 V2/2 V2/2 1
60 /3 1/2 V3/2 V3
90 /2 0 1 pas définie
120 27/3 -1/2 V3/2 —V3
135 3 /4 —/2/2 V2/2 -1
150 57/6 —/3/2 1/2 —\/3/3
180 I 1 0 0
210 7mw/6 —/3/2 -1/2 V3/3
225 57/4 —V2/2 | —v2/2 1
240 4r/3 -1/2 —/3/2 V3
270 37 /2 0 -1 undefined
300 57/3 1/2 —V3/2 -3
315 T /4 V2/2 —/2/2 -1
330 117/6 V3/2 -1/2 —V3/3
360 27 1 0 0

TABLE 4 — cos, sin et tan de quelques angles.

346i _ 3 , 6
1) 555 5 T 5!
2
144 346i _ (14+3i\2 3 , 6, _ _23 | 36,
2) (24 +En = () i+ gi=-+ 5
3) A L B (4 z=2) 2=+ 50 R4 42— -3

Exercice 6

Mettre sous la forme x + iy les nombres complexes suivants :
1. Nombre de module 2 et d’argument /3.

2. Nombre de module 3 et d’argument —m/8.
Solution 6

1. z; = 2e"/3 = 2(cos /3 +isinm/3) = 2(1/2 +1iv/3/2) = 1 +iv/2.
2. 2o = 3 i"/8 = 3(cos /8 4 isinm/8) = 2V 2;”/5 L 227\/52'.

Ezxercice 7 _
Calculer le module et I'argument de u = M; v = 1 — 4. En déduire le
module et 'argument de w = u/v.

Solution 7
1) u= % =2 (@ - %) =2 (cos /6 — isinm/6) = /2e /6.
2) v=1—1= \/ﬁe_iﬂ'/‘l.
3) U/’U — M — 6—i7r/6+i7r/4 _ ei7-y/12.

V2e—im/4 -

16



Ezxercice 8

On donne 0y un réel tel que : cos g = 2/ Vhetsinfy =1 / /5. Calculer le module

et Pargument de chacun des nombres complexes suivants (en fonction de 6p) :
1. 21 =3i(2+9)(4+20)(i + 1).

(4420) (—1+4)

2. 2= "

Solution 8

1. 2 = 3i(2+14)(4 + 20)(i + 1).

21| = [3i(2 + i) (4 + 20) (i + 1)|
= |3d| x [2 44| x |4+ 2i| x |i + 1]

=3X V24 12x2x 24 x /12412

2
=6(V22+12) xv2
=6 x5V2=30V2.
arg(z1) = arg(3i(2 +i)(4 +24)(i + 1))
=arg(3i) +arg(2+1i) +arg(4 + 2i) + arg(i + 1) + 2k
=7/2+arg(2+1)+arg(2(2+1)) + 7 /4 + 2kw
=3r/4+arg(2+1i) + arg(2) + arg(2 + i) + 2kw
=3r/4+ 2arg(2 +1) + 2k7 .
. Soit # un argument de 2 + i, donc : cosf = —=2— = 2/\/5, et sinf =

NeeEse
ﬁ =1/+/5. Donc : cosf = cosfy et sin = sin . on en déduit que :

0 = 0y + 2km. Ensuite, arg(z;) = 3w/4 + 26y + 2km.
e )
(4+2z’)(—1+i)|
(2 — )3
4+ 2] x | —1+4]
T 12— % 3]
2% 241 x 4/(—1)2+12
NoEaEyr
2 x5 x /2
V5 x 3
2v/2
=

22| = |

17



(4+20)(—1+ z))
(2—i)3i

=arg(4+2i) + arg(—1+1) —arg(2 — i) — arg(3i)

0o + 3m/4 — (—6y) — w/2 + 2kn

w/4+ 200 + 2k7 .

arg(za) = arg(

Ezxercice 9

Mettre sous la forme algébrique (z + iy) les nombres complexes suivants :

1) 2 = 1627/3

)
2) 2o = \/2e77/8
3) 23 = 3e~"iT/8
4) 24 = (2ei7r/4) (36731'#/4)
gim/4
5) 25 = 337377#4
6) 26 = (261271'/3) (3651'7\'/6)
eim/3
7) 2=
8) zs, le nombre de module 2 et d’argument /3.
9) zg, le nombre de module 3 et d’argument —/8.
Solution 9
1) 2 = 1e*7/3 = 2 (cos (27/3) + isin (27/3)) = 2(—1/2 +iv/3/2)
2) 2o = /28 = \/2 (cos (1/8) + isin (7/8)) = v/2cos (7/8) +iy/2sin (7/8)
3) 23 = 3¢~ 7"/8 = 3 (cos (—Tn/8) + isin (—7r/8)) = 3cos (7T7/8)—3sin (77/8)
4) 24 = (Qeiﬂ/4) (36—317r/4) — 66i(7r/4—37r/4) _ 6€_i7r/2 = —6;
B) 25 = s2mers = 2/3¢/(F/4H3T/4) — /3¢ — 93
6) z6 = (2e1™/3) (3e7™/6) = 6ei(™/3+57/6) = 6e77/6 = 6(cos (77 /6)+isin Tr/6) =

6(—v/3/2 —i1/2)
T) 2= 220 = 2/3i(n/3-57/6) — 9 /36=im/2 = 2/3(cos (—m/2)+isin —7/2) =

3ebim/6

—2/3i

8) zg, le nombre de module 2 et d’argument 7/3. zg = 2€'™/3 = 2(cos /3 +
isinm/3) =2(1/2+iV3/2) =1 +iV3

9) 29, le nombre de module 3 et d’argument —7/8. zg = 3e~"/8 = 3(cos —7/8+
isin —7/8) = 3cos7/8 — 3isinm/8

Exercice 10

Soit u=1+7etv=—1+iV3.

18



1)
2)
3)
4) En déduire les valeurs de cos (—57/12) et sin (—57/12).

Déterminer les modules de u et v.

Déterminer un argument de u et un argument de v.

Déterminer le module et un argument de 3

Solution 10
u=1+ietv=—1+1iV/3.

D) Jul = VIZH 12 =2 o] =/ (-1)2 + V3" = 2.

2) u=+v2(vV2/2+iv2/2) = V2% Donc, arg(u) = /4. v = 2 (—1/2+iv3/2) =
2¢2"/3. Done, arg(v) = 27/3.

3) wjv = Y2 = \/2/26i(n/4=2m/3) = \/3/2=57/12 = \/2/2 (cos (—5m/12) + i sin (—57/12)).

202im/3
’ 6té 14 (4)(=1-iVB) . —14VB4i(=1-V3)
On a de l'autre coté : u/v = i = - = : .

Par conséquent :

V2/2cos (=5m/12) = =Liv3 . cos (—bm/12) = *;?;/5 — =/24V6
V2/2sin (=5r/12) = =13 sin (—5m/12) = 12%3 = =26

Ezxercice 11

Soit z un nombre complexe de module p, d’argument 6, et soit son conjugué
z. Calculer (z + 2)(2% + 2%) ... (2" + z") en fonction de p et 6.

Solution 11
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Ecrivant z = pe'?, alors zZ = pe~*. Donc :

=

P = (zk +2k)

>
El
=

o ((eie)’f 4 (e—ie)k>

>
Il
_

I
s

pk (eikQ + e—ikQ)

=
Il
—

20" cos (k6)

Il
s

=
I
—

:2".p.pQ.p3.....anCOS(k9)
k=1

= 2”-ﬁpi . ﬁcos(k@)
k=1

i=1
=on. pn(ntD)/2. H cos (k6).
k=1

Exercice 12

Soit z = V2 + V3 +iv2 — V3.

1. Calculer 22, puis déterminer le module et un argument de 22, puis écrire

22 sous forme trigonométrique.

2. En déduire le module et un argument de z. (0 < arg(z) < )
3. En déduire cos (7/12) et sin (7/12).

Solution 12

2=V2+V3+ivV2 -3

1
2 = <\/2+\/§+z’\/2—\/§>2=2+f—(2—\/§)+2i\/2+¢§\/2—\/§

:2\/§+2i\/(2+\/§)(27\/§):2\/§+2i\/2273:2\/§+2i
22| = /(2V3)+ 22 = /A x 3+ 4 =16 = 4.

Si on pose 0 = arg(z?), cos§ = 2v/3/4 = /3/2 et sinf = 2/4 = 1/2. Donc
0 =m7/6+2kn.

2. On déduit de la premiére question que |2?| = 4 donc |2|? = 4 et que |z| = 2.
Et les arguments possible de z sont 1/2(7/6 + 2kn) = 7/12 + km, k €
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{0,1}. Donc, z = 2¢'"/12 ou z = —2¢"7/12. Mais z = V2 + \/§+i\/2 -3
entraine que le cosinus et le sinus de ses arguments sont positifs. Donc,
2= 20im/12,
3. D’aprés la question précédente : 2e77/12 = \/2—1— V3 + z'\/2 -V3 <
2 (cos (m/12) + isin (7/12)) = /2 + V3+iV/2 — /3 & cos (7/12)+isin (1/12) =

V243 | V2-VE cos (/12) :2T+\/§
2 2

sin (m/12) = Y23
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6 Intégration par partie et changement de va-
riable

Intégration par partie
u et v sont deux fonctions.

Exercice 6.1
Calculer les primitives suivantes :

1) [z -Inzdx

2) [2? Inzdz

3) [Inzdx
Solution 6.1

1) [z-Inzdz. On pose : v’ = z,v = Inz. Donc :

x? 221
/x~lnxdx—71nx—/?;dx

2
:x—lnx—l/xdm
2 2

e
T Ty

2
:%(QIH(I)—I).

2) [2?-Inzdz. On pose : v/ = z?

3 1
/x2-lnxdx= [%lnx] - g/x2dx

»lnz 23
3 9
323 1n (z) — 2°

,v =Inz. Donc :

9
23(3In (z) — 1)
—g

3) /Inzdz = [1-Inazdz. On pose : v/ =1,v = Inz. Donc :

/1~lnxdx:xln(x)—/x~ldx
x

=z-In(x)—=z.
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7 Décomposition en éléments simples des frac-
tions rationnelles[!

Fraction rationnelles :
Une fraction rationnelle est une expression formelle de la forme g, ou P et Q
sont deux polynomes de R, avec @ # 0 (Q n’est pas le polyndéme nul).

On appelle forme irréductible d’une fraction rationnelle R toute écri-
ture de la forme £ ou P et @ n’admettent aucun facteur commun dans leur
décomposition en produit de facteurs irréductibles.

SiF = g est une fraction rationnelle, la quantité deg(P)—deg(Q) est appelée
degré de F' et notée deg(F).

Exemple : La fraction rationnelle

:c272a:+4
23 (z—2)

(22 —2x44)(z—2)
z3(x—2)2

qui est sa forme irréductible. Son degré

n’est pas irréductible. Elle

est égale a la fraction rationnelle
est 3 —5=—-2.
Définition : Soit F' = g sous forme irréductible. Soit o € R.
— On dit que « est un zéro ou une racine de F' si « est une racine de P.

— On dit que « est un pole de F' si « est une racine de (). On parle de l'ordre
de multiplicité du pole comme on parlait de I'ordre de multiplicité d’une
racine. Un poéle d’ordre 1 est dit simple.

Exemple : Dans R, la fraction rationnelle % admet :

— Pour zéros : 1 et 0.

— Pour poles : -1 ( de multiplicité 4), et 2 (pole simple).

Décomposition en éléments simples (DES) :

On peut décomposer toute fraction rationnelle en somme de fractions élémen-
taires plus simples, au sens ou leurs dénominateurs ne feront apparaitre qu’un
seul polynéme irréductible chacun.

Partie entiére :

Soit F' = g. Il existe un unique polyndéme E et une unique fraction rationnelle
G telle que : F = E + G et deg(G) < 0. Le polynome E est appelé la partie
entiére de F'. Elle est égale au quotient de la division euclidienne de P par Q.
Meéthode : Pour déterminer la partie entiére d’une fraction rationnelle F' =

Qlw

— Si deg(F') < 0, alors la partie entiére est le polynéme nul.

— Si deg(F') > 0, alors on effectue la division euclidienne de P par @, et la
partie entiére est le quotient de la division. On obtient en effet P = QFE+R,

avec deg(R) < deg(Q), donc : % = % = % + % =E+ %, avec F est

la partie entiére, et deg(%) < 0.

1. Crédit : Gaglle Chagnylmrs.univ-rouen.fr/Persopage/Chagny/
FractionsRationnellesDES.pdf.
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Exemple :

1) F= ﬁ a pour partie entiére 0.

2) F = 1(5%11)2 a pour partie entiére x2 + 2z + 3.

)
3) F= m a pour partie entiére 0.
)

4) F = (w wr—1)z & pour partie entiére 0.

Division euclidienne des polynoémes :
Voici un exemple de la division euclidienne g = Ig; +11)2 =QF+ R.

b +1 3 — 222 +x
b — 22t — 3 22 4+2x+3
B 2zt — 23 +1

2xt — 4 + 242
323 — 212 +1
323 — 622 + 3z
422 — 3z + 1

Décomposition en éléments simples sur R
Soit F' = % une fraction rationnelle sous forme irréductible, de partie entiére
E. On considére la décomposition de @) en produit de polynémes irréductibles :

Q=M I@—aui []@* + s+ (13)
k=1 =1
Alors, il existe des familles uniques de réels (Ay ;) 1<k<r, , (Bl,j) 1<i<s, ; €t (C1j) 1<i<s,

1<i<my 1<j<my 1<j<my
telle que :

r S ny
BZJI' + Clﬁj
F= E + + e,
Part;;.n/tiére kzl Zl (z — ay)’ ; jzl 22 4 B + )
Partie polaire associée au pole ay,
(14)
On appelle cette écriture la décomposition en éléments simples (DES) de F sur
R. Elle est donc unique.

Remarque : Dans le cas ou la fraction F' = g admet pour podle d’ordre m
un réel a (ce qui signifie Q = (r — «)™Q; avec 1 un polynome de réels tel que

Q1(e) # 0) on peut donc écrire F' sous la forme :

A Ay A, A
F= I N - P F,
=) @-ap T a@—ay Zolo—ay 0
NI

partie polaire associée au pole

Pour Fjy une certaine fraction rationnelle n’admet pas « pour poéle, et ou les A;
sont des réels (i =1,...,m).
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Exemples : A, B,C, D, ... désignent des réels.

1. F'= —" a une DES de la forme
A B
F:
r—2 + T+ 2
NV ad S——

Partie polaire associée au pole 2  Partie polaire associée au podle -2

2. F= m(”f%lly a une DES de la forme

A B C
F=ga"+2x+3+ = + +
grerts : 1 @1y
Partie entiére ~~~

Partie polaire associée au poéle 0 p, tie associée au pole -1

3. F= m a une DES de la forme

_ Cax+D Exz+F
F_ + x+1 + 241 + (x2+1)2

4. F = @31%31)2 a une DES de la forme
A B c D
1T (z—1)2 Tt (z+1)2"

Meéthodes pratiques de la DES dans R : calcul des coefficients

1) Technique de base : multiplication/substitution : Soit o un pole
d’ ordre m d’une fraction rationnelle F'. Pour déterminer le coefficient de
W dans la DES de F, on multiple F' d’une part, et sa DES d’autre
part, par (x — @)™ et on évalue 1’égalité obtenue en remplacant x par a.
Remarque : Cette technique va permettre de déterminer entiérement la
DES de fractions rationnelles n’admettant que des poles simples. Pour les
poles multiples, d’autres techniques sont données ci-dessous, mais on peut
également raisonner de proche en proche : en calculant F' — ﬁ (ou
A est le coefficient déja trouvé), on obtient une fraction dont « est pole
d’ordre m — 1, et on peut recommencer.

Exemples :

(a) F:ﬁauneDESdelaformeF:ﬁ—i—%.

— Calcule de A : Le pole o = 2 est simple (ordre m = 1). On multiple
donc de part et d’autre de ’égalité ci-dessus par (x — 2) et on évalue
en 2 la nouvelle égalité :

T A

mx<x_2)‘$:2:(1’—2><( ) $+2X(x_2)>1:2
T 1
+2‘ =34

— Calcule de B : De méme, on multiple par (x + 2) et on évalue en

-2. On trouve B = 3. Ainsi la DES de F est F = 51 2) + 2(;2)
(b) F = e 11)2 aune DES de la forme F = 22 4+22+3+4 + £

— Calcule de A et C :

c
(1*1)2'
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2)

— On multiple par z, et on évalue & 0. On trouve A = 1.

— On multiple par (z — 1)? et on évalue en 1. On trouve C' = 2.
DoncF:x2+2x+3+%+%+ﬁ.

— Calcule de B : On peut calculer

2 5+1 2 5—2z+1
F— (z—2)2 = zgczj_l)Q T (@-1)? = azzflj)c;_r

En divisant (22 — 2z + 1) par (z — 1), on obtient (2% — 2z + 1 =
(x —1)(z* + 234+ 22+ 2 —1), et on a donc

F— 2 _x +:v +w +x— 1
(z—1)2 — z(z—1)

On ré-applique la méthode ci-dessus (sur la derniére fraction, 1 n’est
plus un péle double mais simple), et on obtient B = 3, et donc la fin
delaDES de F =22 +2r+3+4+ 1 —l—I T+ oz 1)

Evaluation : Lorsqu’il ne reste plus que quelques coefficients (un ou deux,
..) & déterminer, ou si on chercher des relations entre les coefficients, on
peut substituer a x des valeurs simples.
Exemple : Lorsqu’on obtient, pour a:(x571)27 F=x>4+2r+3+ % + % +
—2 -, ci-dessus, aux lieu de répéter la méthode multiplication /substitution,
(z—1)
on peut substituer & x la valeur -1 : on obtient
1)541 B
F(-1) = ((1)<)711>2 = (D21 +3+ S + = F oo
_ -B
0=="+3,
ce qui donne bien B = 3.
Parité : Soit F est une fraction rationnelle paire ou impaire. Si « est un
pole d’ordre m de F, alors —« est un poéle d’ordre m de F'. En comparant
les DES de F(x) et F'(—z) = £F(z), et en utilisant leur unicité, on obtient
des relations entre les coefficients de la DES de F.

Exemple P = m est paire : F( )= F(— ). Donc

Cx+D FEx+F —Cz+D —FEx+F __
F(z) = s+ 551 + SHT + oty = w1t oot T o+ G =
F(—x)

Par unicité de la DES, on en déduit A = —B et C = E = 0. On a donc
plus que 3 coefficients a calculer au lieu de 6 :

_ 1 F
F(x)_ﬁ_rﬂ+ 2+1+(2+1)2'

— Calcule de A : On multiple par (z — 1), et on évalueenx =1: A = %
— Calcule de F : On multiple par (z2+1)2, et en évalue en r=1:F= 71
— Calcule de D : On substitue0 a x : —1 = ——7—|—D s,donc D = ’Tl

Finalement, F(x) =

S(acl—l) - 8(x1+1) 4(x2+1) 2(¢2+1)2

Limite (technique asymptotique) : Soit F' est une fraction rationnelle
de degré strictement négatif. Alors, la fraction  — xF(z) a une limite
finie en l'infini. On peut ainsi trouver des relations entre les coefficients de
la DES de F.

Exemple F = ey do 1)2 a une DES de la forme F = i + (wi)Q + ILH +

-1

Vs

26



— Parité. F' est impaire, donc
_ —1 -B _ -C —
—F@) = i+ et et e — s T e Tt T e =
F(—x).
Dot A= C et B=—D. Ainsi, F'= =5 + = 1)2 + w+1 + ($+1)2

— — Calcule de B : On multiple par (z — 1)? et on évalue en 1. on
obtient B = 1.

— — Calcule de A : D’une part lim, o 2F(2) = lim,_ o %

nz — 4
et d’autre part

limy o0 F () = lim, o0 2 i1 T e t w+1 + oz = 24

Donc 24 = 4 puis A = 2.

Finalement,

— 1 2 1
F= T— 1 + (z—1)2 + T+1 + (z4+1)2"
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